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【第 1問】
【解答】
〔1〕 (1) 4OACに余弦定理を用いて

AC2 = 12 + 12 − 2 · 1 · 1 · cos (180− 2θ)

= 2 + 2 cos 2θ

= 2 + 2(2 cos2 θ − 1) J倍角の公式

= 4cos2 θ

BCも同様に，4OBCに余弦定理を用いて

BC2 = OB2 + OC2 − 2 ·OB ·OC · cos∠BOC

= 12 + 12 − 2 · 1 · 1 · cosθ

= 2− 2 cosθ

= 4sin2 θ
2

これより

d = AB + AC

=
√

4 cos2 θ +

√
4 sin2 θ

2

= 2 cosθ + 2 sin θ
2

J 0◦ 5 θ
2
5 90◦ より，sin θ

2
= 0

(2) t = sin θ
2
とおく．

0◦ 5 θ 5 90◦ のとき, 0◦ 5 θ
2
5 45◦ であるから

0 5 t 5
√

2
2

である．このとき

d = 2 cosθ + 2 sin θ
2

= 2
(
1− 2 sin2 θ

2

)
+ 2 sin θ

2
= − 4t2 + 2t + 2

= − 4
(
t − 1

4

)2
+

9
4

……………… 1©

である．

また，90◦ 5 θ 5 180◦ のとき，45◦ 5 θ
2
5 90◦ な

ので
√

2
2
5 t 5 1

– www.ftext.org –



2005年度センター本試験・数学 IIB 2

である．このとき

d = − 2 cosθ + 2 sin θ
2

= − 2
(
1− 2 sin2 θ

2

)
+ 2 θ

2
= 4t2 + 2t + 2

= 4
(
t +

1
4

)2
− 9

4
……………… 2©

である．

1©， 2©より，dを tについての関数とみなし，グ

ラフを描くと右のようになる．

J　

1
2

1

√
2

2

√
2

4

1

d = −4t2 + 2t + 2

d = 4t2 + 2t − 2

t

d

O

これより，dは t =

√
2

2
のとき最小値

√
2をと

る．このときの θの値は

t = sin θ
2

=

√
2

2

より，θ = 90◦

また，dは t = 1のとき最大値 4をとる．このと

きの θの値は

t = sin θ
2

= 1

より，θ = 180◦

〔2〕 (1) 2x =

(
5
2

)y
に，2を底とする対数をとって

x = log2

(
5
2

)y

= y(log2 5− log2 2)

= y(log2 5− 1)

また

b− a =
5
2

y− 2y(log2 5− 1)

= y
(

5
2
− 2 log2 5 + 2

)

= y
(

9
2
− 2 log2 5

)

(2) 2x = 3z に，2 を底とする対数をとると，x =

log2 3z = zlog2 3であるから

c− a = 3z− 2x
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= z(3− 2 log2 3)

= z(log2 23 − log2 32) < 0 J z> 0

これより，aと cを比べると aの方が大きい．

(3) z = log3

(
5
2

)y
= y log3

5
2
であるから

b− c =
5
2

y− 3z

=
5
2

y− 3y log3
5
2

=
y
2

(
5− 6 log3

5
2

)

=
y
2

{
log3 35 − log3

(
5
2

)6
}
< 0 J 35 <

(
5
2

)6

以上より，a，b，cの間には大小関係

b < c < a

が成り立つことがわかる．
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【第 2問】
【解答】

(1) Cの頂点 Pの座標は

y = x2 + 2ax− a3 − 2a2

= (x + a)2 − a3 − 3a2

より

(−a, − a3 − 3a2)

である．P(X,Y)とおくと
{

X = −a
Y = −a3 − 3a2

であり，これらから定数 aを消去すると

Y = − (−X)3 − 3(−X)2

= X3 − 3X2

となる.定数 aがなんであれ Xと Yはこの関係を維

持するので，頂点 Pは

y = x3 − 3x2

のグラフ上にある．

(2) Y = −a3 − 3a2の両辺を aで微分して

Y′ = − 3a2 − 6a

= − 3a(a + 2)

より，−3 5 a < 1の範囲での Yの増減は

a −3 · · · −2 · · · 0 · · · 1

Y′ − 0 + 0 −
Y 0 −4 0 (−4)

となる．

よって，Yが最大となるのは a = 0と a = −3のとき

であり，最小となるのは a = −2のときである．

(3) C1，C2，C3は，Cの式に a = 0，− 3，− 2をそれぞれ

代入して

C1 : y = x2

C2 : y = x2 − 6x + 9

C3 : y = x2 − 4x
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となる．これより，C1と C2の交点の x座標は

x2 = x2 − 6x + 9

をみたす xであるから，x =
3
2

C1と C3の交点の x座標は

x2 = x2 − 4x

をみたす xであるから，x = 0

C2と C3の交点の x座標は

x2 − 6x + 9 = x2 − 4x

をみたす xであるから，x =
9
2

(4) C1，C2，C3 を，それぞれの頂点と交点に注意しなが

ら図示すると右のようになる． J　 C1
C2C3

x

y

O

これより，C1，C2，C3 の位置関係を示す最も適当な

ものは 3

また，三つの放物線 C1，C2，C3で囲まれた図形の面

積 Sは

S =

∫ 3
2

0
{x2 − (x2 − 4x)}dx

+

∫ 9
2

3
2

{x2 − 6x + 9− (x2 − 4x)}dx

=

∫ 3
2

0
4x dx+

∫ 9
2

3
2

(−2x + 9)dx

=

[
2x2

] 3
2

0

+

[
− x2 + 9x

] 9
2

3
2

= 2 ·
(

3
2

)2
+

{
−

(
9
2

)2
+ 9 · 9

2

}

−
{
−

(
3
2

)2
+ 9 · 3

2

}

=
27
2
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【第 3問】
【解答】

~a =

(
x
y

)
，~b =

(
z
w

)
とおく．

A1が B1C1の中点であるので，A1C1 = y = y，A1B1 =

w = −wより，w = −yとなる．

B2が A2C2の中点であるので，先ほどと同様にして

A2C2 = 2A2B2

⇔ z = 2x

である．

Dが AB の中点であり，C3が A3B3の中点なので，D，

C，C3は一直線上にある．よって，
−−→
CDと

−−→
PQは垂直なの

で，
−−→
CD · −−→PQ= 0である．

また

−−→
PQ=

−−→
OQ− −−→OP=

(−4
3

)

−−→
CD =

−−→
AD − −−→AC

=
1
2

(−−→
AB − 2

−−→
AC

)

であるから，w = −y，z = 2xより

−−→
CD =

1
2

{(
x
y

)
− 2

(
2x
−y

)}

=
1
2

(−3x
3y

)

なので

−−→
CD · −−→PQ=

1
2

(−3x
3y

)(−4
3

)

=
1
2

(12x + 9y)

である．ここで，
−−→
CD · −−→PQ= 0より

12x + 9y = 0

⇔ y =
−4
3

x

となる．これより，
−−→
AB = x

(
1
−4
3

)
，
−−→
AC = x

(
2
4
3

)
となる．
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したがって

−−→
AB

2
= x2

{
12 +

(
− 4

3

)2
}

=
25
9

x2

−−→
AC

2
= x2

{
22 +

(
4
3

)2
}

=
52
9

x2

であるから，AB =
5
3

x，AC =
2
√

13
3

xであり，AC =

2
√

13
5

AB である．

また

−−→
AB · −−→AC = x2

(
1
− 4

3

)(
2
4
3

)

= x2
(
2− 16

9

)
=

2
9

x2

であるから

cos∠BAC =

−−→
AB · −−→AC
−−→
AB

−−→
AC

=

2
9

x2

5
3

x · 2
√

10
5

=
1

5
√

13
=

√
13

65
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【第 4問】
【解答】

γ − αは −−→ACを，β − αは −−→AB を表す．また，4ABCは

直角二等辺三角形なので

arg
γ − α
β − α = ±90◦

γ − α
β − α = 1

である．

ここで，arg
γ − α
β − α = 90◦ とすると

γ − α
β − α = 1(cos 90◦ + i sin 90◦)

= i ……………… 4©

であるので

4© ⇔ γ − α = i(β − α)

⇔ −α + iβ + (1− i)γ = 0 ……………… 5©

となる．ここで， 5©× i + 1©より

(1− i)α + (2 + i)γ = 0

⇔ γ = − 2 + i
1− i

α

⇔ γ =
−1− 3i

2
α ……………… 6©

となる．また， 6©を 1©に代入すると

β = − α − γ
= − α − −1− 3i

2
α =

−1 + 3i
2

α ……………… 7©

となる．

さらに， 2©， 3©に 6©， 7©を代入すると

p = αβ + βγ + γα

=
−1 + 3i

2
α2 +

( −1 + 3i
2

) ( −1− 3i
2

)
α2 +

−1− 3i
2

α2

=
3
2
α2

q = αβγ

=

( −1 + 3i
2

) ( −1− 3i
2

)
α3

=
5
2
α3
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となる．よって，pと qは


p3 =

(
3
2

)3
α6

q2 =

(
5
2

)2
α6

⇒
(

2
3

)3
p3 =

(
2
5

)2
q2

⇔ 50p3 = 27q2

を満たさなければならない．

ABCDは正方形なので

−−→
AD =

−−→
AB +

−−→
AC = β − α + γ − α = −3α

である．よって，D を表す複素数は −3α + α = −2α で

ある．
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【第 5問】
【解答】

事象 A の起こる確率は 1
3
である．

(1) 「X = a+ 1となる確率」とは，事象 A が 1回起こっ

たあと，2回目が起こらずサイコロを 5回振り終わ

る確率を指す．つまり，5回の試行で事象 A が 1回，

余事象 Aが 4回起こる確率なので

5C1

(
1
3

) (
2
3

)4
=

80
243

(2) 「ちょうど 4回目でゲームが終了する確率」とは，3

回目までのどこかで 1回事象 A が起こり，4回目で

事象 A が起こる確率であるから
{

3C1
1
3

(
2
3

)2
} (

1
3

)
=

4
27

終了する時点が 4回目または 5回目となる確率は，

その余事象を考えて J終了する時点が 5回目となる確率
を求めてもよいが，余事象を求め
る方が楽．

(i) 1回目で終了する確率は 0

(ii) 2回目で終了する確率は
(

1
3

)2
=

1
9

(iii) 3回目で終了する確率は
{

2C1

(
1
3

) (
2
3

)}
· 1

3
=

4
27

より，

1−
(
0 +

1
9

+
4
27

)
=

20
27

(3) 3回目までに一度も事象 A が起こらない確率は

(
2
3

)3
=

8
27

「3回目までに一度も事象 Aが起こらないとき，X > a

となる条件付き確率」とは，4回目と 5回目で少な

くとも 1回は事象 A が起こる確率を指す．そこで余

事象「4回目と 5回目で 1回も事象 A が出ない確率」

を考えて

1−
(

2
3

)2
=

5
9

(4) Xの値は次の 3つが考えられる．
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(i) a−mとなる場合

(
2
3

)5
=

32
243

(ii) a + 1となる場合

(1)より， 80
243

(iii) a + 3となる場合

(i) と (ii) の余事象であるから，

1−
(

32
243

+
80
243

)
=

131
243

これより，Xの平均 (期待値)は

E(X) = (a−m) 32
243

+ (a + 1) 80
243

+ (a + 3) 131
243

= a +
473− 32m

243

E(X) > aとなるような最大の自然数 mは

a +
473− 32m

243
> a

32m< 473

m< 14.7 · · ·

より，14
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