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【第 1問】
【解答】
〔1〕

y = x2 − 2(a + 2)x + a2 − a + 1 · · · · · · 1©

(1) Yは y軸上の点の座標であり，x = 0を 1©に代
入したときの yの値である．

Y = a2 − a + 1

⇔ Y =

(
a− 1

2

)2
+

3
4

J平方完成

よって，Yが最小になるのは a =
1
2
のとき．

最小値は 3
4

このときのグラフGは

y = x2 − 5x +
3
4

· · · · · · 2©

となり，グラフ Gと x軸の交点は，y座標が 0

なので 2©に y = 0を代入し

0 = x2 − 5x +
3
4

これを解いて

x =
5±
√

22
2

J解の公式

(2) 1©の式を平方完成すると

y = {x− (a + 2)}2 − 5a− 3

なのでグラフGの対称軸は x = a+ 2であり，頂

点の座標は (a + 2, − 5a− 3)とわかる．グラフ

Gが y軸に関して対称になるのは，グラフ Gの

対称軸が y軸と一致するときであるから

a + 2 = 0

より，a = −2のときである．グラフ Gが x軸

に接するのは，頂点の y座標が 0のときである

から

−5a− 3 = 0
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より，a = − 3
5
である．これら 2つの aの値より

グラフ G1 の頂点の座標は (0, 7)，グラフ G2 の

頂点の座標は
(

7
5
, 0

)
とわかるので，グラフ G1

を x軸方向に 7
5
，y軸方向に −7だけ平行移動

すると，グラフG2に重なる．

〔2〕 (1) グラフ Cが x軸と共有点をもたないのは b− 2
a

が負になるときである．aも bも正であるから

b− 2 < 0

⇔ b < 2

のときに b− 2
a
が負になる. よって b（小さい方

のサイコロの目）が 1であればよい（aの値はな

んでもよい）ので，求める確率は 1
6

共有点の個数が 1個のときとは b− 2
a
が 0にな

るときであり，bが 2であればよいので,求める

確率は 1
6

共有点の個数が 2個のときは，上記以外の場合

であるので，求める確率は 2
3

(2) (1)より

0 · 1
6

+ 1 · 1
6

+ 2 · 2
3

=
3
2

(3) Cと x軸が共有点をもつのは

b− 2
a
5 0

のときで，このときの共有点の x座標は，グラ

フ Cに y = 0を代入して

0 = x2 − b− 2
a

⇔ x = ±
√

b− 2
a

である．これより，xが整数となるのは b− 2
a

が 0, 1, 4のときである． J b− 2
a

が最大となるのは a =

1, b = 6 のときであり，このと

き b− 2
a

= 4なので，9以上の平

方数は現れない．
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b− 2
a

= 0となるのは

(a, b) = (1, 2)(2, 2)(3, 2)(4, 2)(5, 2)(6, 2)

b− 2
a

= 1となるのは

(a, b) = (1, 3)(2, 4)(3, 5)(4, 6)

b− 2
a

= 4となるのは

(a, b) = (1, 6)

これより，条件を満たす (a, b)の組は 11通り．

(a, b)の組の総数は 6 · 6 = 36であるから，求め

る確率は 11
36
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【第 2問】
【解答】
〔1〕割り算を実行すると

A = (x2 − x− a)(x2 + x + a2) + (a + b)x + a3 + b3

となるので

Q = x2 + x + a2

R = (a + b)x + a3 + b3

(1) R = x + 7のとき

{
a + b = 1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1©
a3 + b3 = 1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 2©

である． 1©より b = 1− a，これを 2©に代入して

a3 + (1− a3) = 7

⇔ a3 + (1− 3a + 3a2 − a)3 = 7

⇔ a2 − a− 2 = 0

⇔ (a− 2)(a + 1) = 0

よって，a = 2または a = −1

(2) (i) 「全ての実数 Xに対して Q > 0」とはつま

り，二次関数 y = x2 + x + a2 が x軸の上側

にあるということ. このグラフは下に凸であ

るから，頂点が x軸の上側にあればよい.

y = x2 + x + a2

=

(
x +

1
2

)
+ a2 +

1
4

より，頂点の座標は
(
− 1

2
, a2 − 1

4

)

とわかるが，頂点の y座標が正であればよ

いから

a2 − 1
4
> 0

⇔ a < − 1
2
, 1

2
< a

a < − 1
2
⇒ a < − 1

2
, 1
2
< aは成り立たない

が，a < − 1
2
⇒ a < − 1

2
, 1
2
< aは成り立
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つので, a < − 1
2
は，すべての実数 xに対し

て，Q > 0となるための十分条件であるが

必要条件ではない．

(ii) 「Aが Bで割り切れる」とは，あまりが 0で

あることであるから

(a + b)x + a3 + b3 = 0

⇔
{

a + b = 0
a3 + b3 = 0

⇔
{

a + b = 0
(a + b)(a2 − ab+ b2) = 0

⇔ a + b = 0

である.よって，a+ b = 0は，Aが Bで割り

切れるための必要十分条件である．

〔2〕∠CAD= θとおくと

tanθ =
sinθ
cosθ

=
1
2

⇒ sin2 θ

cos2 θ
=

1
4

⇔ 1− cos2 θ
cos2 θ

=
1
4

⇔ 4− 4 cos2 θ = cos2 θ

⇔ cos2 θ =
4
5

0◦ < θ < 90◦ であるから cosθ > 0となる.

よって

cos∠CAD =

√
4
5

=
2
√

5
5

4ADCに余弦定理を用いて

CD2 = AC2 + AD2 − 2AC · AD cosθ

= (2
√

5)2 + 82 + 2 · 2
√

5 · 8 · 2
√

5
5

= 20

よって，CDは 2
√

5である.これにより

（4ADCの面積）

=
1
2

AC · AD sinθ
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=
1
2

AC · AD
√

1− cos2 θ

=
1
2
· 2
√

5 · 8 · 1√
5

= 8

また，AB は 4ADC の外接円の直径であるから，

4ADCに正弦定理を用いて

AB =
CD
sinθ

=
2
√

5
1√
5

= 10
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【第 3問】
【解答】

(1) まず

a1 = S1 = 23

a2 = S2 − S1

= 44− 23

= 21

n = 2のとき

an = Sn − Sn−1

= − n2 + 24n−
{
−(n− 1)2 + 24(n− 1)

}

= − 2n + 25

これは n = 1においても成り立つから

an = −2n + 25 (n = 1,2,3, · · · )

よって

an < 0⇔ − 2n + 25< 0

⇔ n > 25
2

これより an < 0となる自然数 nの値の範囲は

n = 13

これより

40∑
k=1

ak = a1 + a2 +· · ·+ a12 − (a13 + a14 + · · · + a40)

数列｛an｝は等差数列であるから

a1 + a2 + · · · + a12 =
12
2

(a1 + a12)

= 6(23+ 1)

= 144

a13 + a14 + · · · + a40 =
28
2

(a13 + a40)

= 14(−1− 55)

= − 784
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よって

40∑
k=1

ak = 144− (−784)

= 928

(2) (i) b3 < 10< b4であるから

c10 = b3 = 9

また，27 = b4より，Cn = 27となる自然数 nの

値の範囲は

b4 5 n 5 b5 − 1

すなわち

275 n 5 80

であるから，cn = 27である自然数 nは全部で 54

個ある．

(ii) k = 1, 2, · · · に対して，cn = bnである自然数 n

の値の範囲は

bk 5 n 5 bk+1 − 1

すなわち

3k − 1 5 n 5 3k − 1

であるから，cn = 3k−1である自然数 nは

3k − 3k−1 = 2 · 3k−1

より，2 · 2k−1 個である．あとは数えて 290に

なる．
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【第 4問】
【解答】
4HBCは 90◦, 60◦, 30◦ の直角三角形であることがわかる

ので，BC = 2CH である．

∠MAC は，接弦定理により ∠ABCと等しい．

4MAC と 4ABCは相似である．対応する辺を考えて

AC
MC

=
BC
AC

これより

AC2 = MC · BC

である．

M は BCの中点なので，MC =
1
2

BCであるから，

AC2 =
1
2

BC · BC

⇔ AC2 =
1
2

(2CH)2 J BC=2CH

よって

AC =
√

2CH

これより 4HACは ∠CHA=90◦, AH=CHの直角二等辺三

角形である．

また

∠AMB = ∠MAC + ∠MCA

= ∠MAC + (∠MCH − ∠ACH)

= 30+ (60− 45)

= 45

4CHKと 4BCKの面積比は

4CHK : 4BCK = HA : AB

HL:LC=HA:AB より，AL//BC であるから 4HAL と

4HBCは相似．よって

4HAL
4HBC

=

(
HA
HB

)2
=

(
HC
HB

)2
=

(
1√
3

)2

=
1
3

これより，4HAL:4HBC=1 : 3
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【第 5問】
【解答】
プログラムなし
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